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= Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor



Derivarea numerica

= Este utilizata pentru evaluarea derivatelor unei functii in cazul in
care valorile functionale sunt date in puncta (nu se cunoaste
expresia analitica a functiei)

= Derivarea unei functii f(x) in punctul x = x, este definita ca:

f(xo + Ax) — f(xo)
Ax

Fixo) =

= Aproximarea derivatei se poate face utilizand-se doua sau mai
multe puncta de pe graficul functiei



Aproximare utilizdndu-se 2 puncte %
= Pentru valori mici ale lui Ax, avem o aproximare buna pentru f'(xp)

= Se poate aproxima valoarea derivatei functiei in punctul de
abscisa x; fie cu panta dreptei MQ (L+) fie cu panta dreptei MP (L )

atunci cand Ax < 0: f(X)A
A0 o L f (X, +Ax)— f(x,)

AX
AX<0 = L= f (% —A%)— 1 %)

— AX

= Se poate aproxima derivata si prin

panta dreptei PQ a carei valoare

este egala cu media aritmetica a £(x)= f(x,
pantelor dreptelor (L+) si (L_), deci: : ' A



Aproximare utilizandu-se 2 puncte %

" Notand h = 2Ax se obtine in final relatia:

f'(XO): f(x0 +gj— f(x0 —2}

h

= care reprezinta formula de aproximare numerica a derivatei unei

functii utilizand doua puncte ale graficului.

= obtinerea unei relatii de calcul pentru derivata de ordinul 2 a unei
functii se face astfel:

£ (x )= f(xﬁgj_ f'(X"_gj_ f(x, +h)— f(x; )+ f(x,—h)—(x,)

h h?
f(xO +h)—2- f(xo)+ f(xO —h)
h? .

= Rezulta deci: £(x,)=



Erori de trunchiere %

" Pentru derivata de ordinul | si ll, pornim de la teorema lui Taylor:

— 2 —
(x ZTO) £ (xo) L& - Xo)

f(x) = f(xg) + (x —x0)f (x0) +

()

unde, & € [x, xp].

= Se inlocuieste x cu xy + h/2, si obtinem:
£ (%0 +2) = Fxo) + 2 /(o) + 2 £ (o) + 2 7 (&1), %0 < §1 < X0+

= Similar pentru inlocuirea lui x cu xo — h/2, si obtinem:

h
f(xo——> f(xo)——f (x0) +—f"(xo) ——f"’(s‘ ),

Unde Xg — h/2 << fz K X



Erori de trunchiere

= Se scade ultima expresie din penultima si rezulta:

h h
oo T ("°+7)‘f (Y0o=32) K2 FED +F(E)
f'(x0) = h 24 2

" Daca f'"'(x) este continua, conform teoremei valorii medii, exista

¢ € [&4,&,] astfel incat:
")+ (&)
2

(x0+g)—f (xo—g) h?
2 24

(xo+3)+f (o=
h

=f"()

deci, f'(xg) = - F7(8). Unde, xo — 2 « & < xq + 2

. i ) : .
= Scazand valoarea reala ( )— valoarea aproximativa

determinata anterior obtinem:

h2
e =5z [



Aproximare utilizandu-se 3 puncte %

= Derivata functiei f(x) in punctul x, se poate scrie:
f'(xg) = af(xg — hy) + bf(xo) + cf (xg + h3)
Unde, xq, h{, h, sunt date cunoscute, iar a, b, c date necunoscute.
= Consideram 3 cazuri de reprezentare pentru f(x):
» f(x) =1= f'(x) =0, f'(x¢g) = 0 iar ecuatiaeste 0 =a+ b +c
> fx)=(x—x9)=f'(x)=1,f(xg) =1si1l=—hja+0b+ hyc

> f(x) = (x—x0)% = f'(x) = 2(x — xp), f'(x9) = 0 si ecuatia este
0 = hia + 0b + h5c

= Deoarece hq, h, > 0 si determinantul A= h{h,(h, + h;) # 0 avem:

—h, ) h% — h? hy
= , = ,C =
hi(hy + hy)’" ~ hihy(hy + hy)’ ™~ hy(hy + hy) °

a



Aproximare utilizandu-se 3 puncte %

* Formula derivatei functiei f(x) prin trei puncte se poate scrie:

hff(xo + hy) + (h% - h%)f(xo) — h5f(xo — hy)
hihy(hy + hy)

f'(xg) =

= Froarea de trunchiere este data de formula:

h,h,
6(hy + hy)

[hof""(§1) + hef"'(§2)]

ér =

Unde, 1 € [xg — hy, Xo] 1ar §2 € [xg, X + h;]

= Daca |f'"'(x)| < M, pentru orice x € [xy — hq,xo + hy] atunci:

hih;
< M
er = 6



Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor

= Calculul derivatei unei functii f(x) in punctul x; cunoscandu-se valorile ei
Yo Y1 > Vi Yi+1, - Yn INtr-o vecinatate a punctului x; notata cu
X0, X1, ", X}, Xiv+1, - X, S€ poate face utilizandu-se formulele de dezvoltare

in serie Taylor a f(x): 3
f(x £ h) = f(x) £ hf'(x) +—f”(x) = f @) +
" Consideram: x = x;,x —h=x;_,x+h=x;,1,f(x) =y;, f(x—h) =

yi—1, f(x + h) = y;,4, atunci avem:

2 h3 h4_
Yi+1 =yi+hy£+—y;’ y:” 24y{"+---
, hz h3 . h4- - .
Yi-1=Yi— hyi + yl yl 24-yi -
T >
» Adunand cele doua relatii obtinem: : ; Xt x
h4
Yi+1 — Zyl + Vi1 = hzyl 12 y{V + ... 10



Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor

* Neglijand termenii care contin h*, h°, .... obtinem formula
derivatei de ordinul doi pentru functia f(x) in punctul x;:
144 1
Vi =33 Vit1 —2Yi +Yi-1)

» Scazand cele doua relatii obtinem:

3

24

Yir1 = Vi1 = Zhyi+ =y +

* Neglijand termenii care contin h3, h®, .... obtinem formula

derivatei de ordinul unu pentru functia f(x) in punctul x;:

. 1
Yi = 2h YVis1 — Yi-1)

11



Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor

* Pentru intervale neegale, aplicam acelasi principiu

" Consideram: x = x;,x —h=x;_,x+ah=x;,1,f(x) =y;, f(x —h) =

yi—1, f(x + ah) = y;.4, atunci avem:

a’h? a3h3 ath?
Yirr = Vi +@hyi + ——yi' + ——y/" + — =y’ +
h? h3 ht
Yier = Vi~ hyi+ 5y — ="+ oyi’ -

» Scadem din prima relatie a doua multiplicata

cu a? obtinem:
Yir1 — @1 = (1-a?)y; + (a + a®)hy; +

h3 h*
(a3 —a?)— y”' + (a* — a?)—

> Neglljam termenii h3, h?, ... obtinem:

1

yi = a(a DR Vi1 — (1 —a?)y; — a?y;_y)

12




Derivarea cu ajutorul dezvoltarilor in serie Taylor

> Daca se aduna prima relatie cu a doua multiplicata cu a obtinem:
Yisi— (1 -y, +ay;,_1 =

2 hz r 3 h3 r 4 h4 4
= (a +a)7yi + (a —a);y,- + (a +a)§y,- + -

> Neglijam termenii cu h3, h*, ... obtinem formula de calcul a derivatei a

doua pentru functia f(x) in punctul x;:

2
y = ala + 1)h? [Vis1 — (1 —@)y; + ay;_4]

13
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